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Objectifs

Comment calculer les propriétés moyennes du polycristal ?
« Rappels d'élasticité ;
« Autres quantités tensorielles ;

« Elasticité dans les polycristaux aléatoires :
- Calculs de moyennes ;
- Moyennes de Reuss/Voigt/Hill ;
- Autres modeéles;

 Elasticité dans les polycristaux orientés ;
- Calcul;
- Exemples et applications.
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Physique de la déformation : les polycristaux

4- Propriétés de polycristaux
a- Rappels d'élasticité
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Elasticité

Tenseurs des contraintes et déformations

Rappels :
+ Lélasticité est une propriété fondamentale des matériaux ;
* Elle caractérise leur comportement mécanique aux faibles déformations ;
* Elle est en général linéaire : déformation o contrainte ;
* Elle est souvent anisotrope.
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Tenseur : objet mathématique permettant
de représenter des quantités dont les
composantes changent par
transformations de I'espace.

Tenseur des contraintes : tenseur de rang
2 caractérisant les contraintes appliquées
a un matériau solide.

Tenseur des déformations : tenseur de
rang 2 caractérisant les déformations
appliquées a un matériau solide.
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Rotation de tenseurs

Elasticité

Questions

Tenseur derang 0:
* Grandeur indépendante du repére choisi ;
* Exemples : pression, température...
Tenseurderang 1:
* Ensemble de 3 quantités se transformant comme les vecteurs de base;
+ Mathématiquement: T =a, T ;
* Exemple : vecteur position ;
Tenseurderang 2 :
« Mathématiquement : T’u, =a,a, T, (attention : ce n'est pas un produit de matrices) ;
* Notation matricielle: T'=aT'a;
* Exemple : tenseurs des contraintes et des déformations ;
Tenseur derang 4:
« Mathématiquement:T' =a a a a T

ik~ Cim %jn “ko “p “mnop

* Exemple : tenseurs des rigidités et des souplesses ;
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* Relation linéaire entre tenseur des contraintes, o, et tenseur des
déformations, ¢ ;
« Notation tensorielle :
- 0=Cg;
- €=8o0;
« C:tenseur des rigidités - S : tenseur des souplesses ;
* C=S"(plus facile a calculer en notation condensée);
« Notation par composantes :
- U., = Cukl &
- Eu = Sukl Oy
* Module d'Young anisotrope = contrainte en tension / déformation en tension ;
« Module d'Young anisotrope (2) : 1/S" ., ol le tenseur S’ est exprimé dans le
repére approprié ;
* Repére approprié : repére ou la tension est dans la direction dans la direction
1

1’
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« Différencier le comportement plastique du comportement élastique.
 Définir le module d'Young.

* Qu'est-ce qu'un tenseur ?

« Définir le tenseur des contraintes, des déformations, des constantes

élastiques.

* Qu'appelle-t-on la notation matricielle ?

 Effet de la symétrie du cristal ?

» Donner la forme de la matrice des constantes élastiques, en notation de
Voigt pour un cristal cubique, hexagonal, orthorhombique...
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Autres propriétés exprimées a l'aide de
tenseurs

Autres propriétés exprimées a l'aide de
tenseurs (2)

Property [ Symbol | Field ] Response | Type#
Tensors of Rank 0 (Scalars)
Specific Heat [ C AT ] TAS TEI
Tensors of Rank 1 (Vectors)
Electrocaloric Pi E; AS E3
Magnetocaloric i H; AS E3
Pyroelectric v AT D;
Pyromagnetic q AT Bi
Tensors of Rank 2

Thermal expansion g AT €j E6
Piezocaloric effect o 0 AS | E6
Dielectric permittivity Kij E; D; E6
Magnetic permeability Jhij Hj B; E6
Optical activity gij Ll G E6
Magnetoelectric polarization Aij H;j D; E9
Converse magnetoelectric polarization N E; B; E9

1 conductivity (resistivity) i (pij) E; (j;) Ji (Ey) 6
Thermal conduetivity K v,r h; 16
Diffusivity D, Ve m 6
Thermoelectric power Zij VT E; T9
Hall effect Rij B,y e 9
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Tensors of Rank 3

Piezoelectricity [ Tjk D; E18
Converse piezoelectricity (I;Jk Ey €ij E18
Piezomagnetism Qijre [ B; EI8
Converse piezomagnetism (2:},‘_ H, €ij El8
Electro-optie effect Tijk Ey ABij EI8
Nernst tensor ik YV, 1By E; 27

Tensors of Rank 4

Elasticity sijht (€ijkt) €ij (a45)
Electrostriction Vijkl €ij
Photoelasticity gkt AB;;
Kerr effect Dijkl ARy
Magnetoresistance Skt i
Piezoresistance 1Lk Apy;
Magnetothermoelectric power Eijkt i1 B E;
Second order Hall effect Dijki B; By By 0?
Tensors of Rank 6
Third order elasticity | Cijkimn | €11€mn | Tij

Source : T. Rollet — Source originale : M. De Graef
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Propriétés moyennes

Calcul de proprietés moyennes

Moyennes de Reuss-Voigt-Hill

Polycristal, avec une infinité de grains orientés dans toutes les directions de
l'espace
* Matériau isotrope ;
» 2 coefficients élastiques indépendants :
- Eetv;
- KetG;

Forme matricielle :

1 v v
- & —F 000 2(1+v)
s=|F & g 000
0 0 0 o0 0 p )
0 0 0 0 é 0 - 3(1_2,/)
0 0 0 00 %
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Contribution d'un grain du polycristal :

* C11 = C1111 =8,3,8,8, Cijkl

* C11 = al1a11a11a1| C|11'I + a11a||a|1a12 C1112 *o
. 4 2, 2 2, 2
* C11 - (a11) C111| + 2(811) (a12) C1122 + z(all) (813) ¢

2
+ 4(3”) a12a13 C1123 *o

1133

Contribution de tous les grains :
9 - 4, 2, 2,
* <C11> - <(a11) > c11|1 + 2<(a11) (a12) > C1122 +
2<(a11)2(a13)2> C1133 + 4<(a11)2a1za13>c1123 *oe
« Les signes <> indiquent une moyenne sur tous les angles d'Euler
Quelques résultats :
« <a >=0;<(a,)>=1/3;<(@a,)>=1/5;<@a)(a,)>=1/15
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Moyenne de Voigt

Moyenne de Reuss
\

N AN\

Déformation égale sur tous les cristaux
« iso-strain average »

Contrainte égale sur tous les cristaux
« iso-stress average »

Moyenne de Hill

Hill, en 1967, démontre que le moyennes de Reuss et Voigt sont des bornes entre lesquelles se
situent les propriétés du polycristal réel. Il propose une nouvelle estimation, la moyenne des
valeurs obtenues par Voigt et Reuss.
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Calcul de Voigt

Calcul de Reuss

Autres bornes

Hypothése de Voigt : continuité des déformations, les déformations sont les mémes dans
chacun des cristaux.

On applique la loi de Hooke dans ce sens : o = C:¢ car le tenseur des déformations est connu.
On calcule donc la moyenne des rigidités.

Résultat :

/ LIPS . 2 oA
(Ch) = l—_.)(fu+('zz+('.z.1)+E(Cm‘*’nw‘*nzn)+l—_.)(( 14+ Cs+ Clg)

1 1
(Cla) = l—,(CH +Coy+Cy) + E(C|2+P1:4+(72:4) = —(Cy+ Cos+ Cgg)

Bl

/ L. 1. 3 S
(Cla) = E(CLI+(’22+C$3)_ﬁ((’12+C13+023)+E(C-lv1+('55+c'aﬁ)

On vérifie que <C', > = (<C', >-<C', >)/2 (matériau isotrope).

Autre paramétres isotropes (E, K, G, v) calculés a I'aide des formules précédentes.
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Hypothése de Reuss: continuité des contraintes, les contraintes sont les mémes dans chacun
des cristaux.

On applique la loi de Hooke dans ce sens : & = S:o car le tenseur des contraintes est connu.

On calcule donc la moyenne des souplesses.

Résultat :
" 3 2 4
(Su) = E(SH + S22 + Sa3) + E(Slz + 513+ Saz) + E(Sn + S55 + Ses)
, 1 1 2
(S1a) = E(SH + S2a + Ss3) + E(Sm + S13 4 Saz) — E(SH + S55 + Sea)
» L. . . L. . . 3 e
(Su) = E(ﬁu + Sy + Saz) — ﬁ(ﬁnz + 513+ Saa) + E(544 + S5+ See)

On calcule ensuite le tenseur des rigidités moyennes en inversant le tenseur des souplesses
moyennes.
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Depuis, d'autres bornes et calculs de moyennes on été développés :
* Bornes de Hashin & Shtrickman, 1967
* Moyenne géométrique : Moraviec, 1989, Matthies et Humbert, 1987

Elles offrent des solutions moins éloignées que les bornes de Reuss et Voigt.

Ceci dit, dans la pratique, la moyenne de Hill est beaucoup plus facile a calculer et
est trés peu différente de ces calculs plus avancés...

Université

Merkel
de Lille

épartement de Physique
Unité Matériaux et Transformations




Physique de la déformation : les polycristaux

Exemples Elasticité dans les polycristaux orientés
Modules d'Young et de cisaillement s;(;pr:gg: élastiques du polycristal : moyenne des propriétés élastiques de chacun
pour différents métaux. grains.
Vodile Cuivie Or Fer 6 Dans un polycristal aléatoire : moyenne sur toutes les directions de I'espace.
Bornes de Reuss et Voigt. En 109 69 193 Dans un polycristal orienté : moyenne pondérée par I'ODF.
Moyenne de Hill. Ey 144 87 229 o raz .
Valeurs expérimentales. En 127 78 211 . 4 Proprletes de p0|ycrIStaux
E 12 21 o _og 7 o o - _
Pep TH B O b- Elasticité dans les polycristaux orientés (€)= [ Clo)f(a)dg (8) = [ So)f(9)dg
En GPa. R
Gy 54 31 36 Moyenne de Voigt Moyenne de Reuss
Gu 47 27 80 Dans les faits : le calcul n'est pas si simple
Gexp 46 28 83 . 81 C‘lkl sans simplification
* Avec un découpage de I'espace en boites de 5°x5°x5° : 186 000 coefficients
pour I'ODF.
On utilise des algorithmes optimisés.
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s Interlude : retour sur la projection : :
Symeétrie du tenseur obtenu stéréograéhique lllustration : fer a. en tension
Attention : Exercice : placer la direction [172] sur une projection stéréographique d'un cristal IPF de la direction de compression
' cubique...
« Un polycristal aléatoire est isotrope. a - - o Mo,fﬁ;:;‘sta| 111 °
+ Un polycristal orienté est anisotrope. [112]100] > 0 : [172] est a moins Module °
+ Lanisotropie dépend de I'anisotropie du monocristal ET de la texture. [010] de 90° de [100] d'Young 0% 50 % 100 % 150 % 6
Fero | 275 113 113 (GPa) 290 :
Polycristal aléatoire 215 113 172][010] < 0: [172] est & plus d
v Lo et e @9 - o e
230 135 135 C_=(C -C )2 81
230 135 = (GG 81 0 Module d'Young polycristal (Hill)
; Isotrope = o .
230 L 81 [100] [112]-[001] > 0 : [112] est & mois 170 230
116 [001] [112] de 90° de [001] (il est dans
116 . Fera (979 114 107 I'némisphére supérieur) 130 220
o Aprés 100 % traction 279 ;gz Ihl = Ikl : [172] est sur la 210
et "7 1oy |dreite entre[00T] et [170] 1> Ikl : [172] est plus X
- _ . 200
C = (C,CHI2 76 proche de [001] que de 0% 50 % 100 % 150 %
Hexagonal | 82 [170]
Simulation VPSC — 5000 grains
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Résumé du cours jusqu'a présent

1- Orientation d'un grain :
« Systemes de coordonnées ;
« Angles d'Euler, représentation matricielle, représentation graphique.

2- Orientations dans un polycristal :
« Mesure par diffraction, mesure par EBSD ;
* Fonction de distribution des orientations ;
* Représentation graphique : figure de pdle, figure de pole inverse.

3- Propriétés de polycristaux :
* Rappels délasticité ;
* Elasticité dans un polycristal aléatoire, moyennes de Reuss-Voigt-Hill ;
« Elasticité dans un polycristal orienté : moyennes pondérées par I'ODF.
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